
Całki oznaczone i niewłaściwe - zadania 

1.  Obliczyć całki: 
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2.  Obliczyć pola obszarów ograniczonych liniami: 
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3*.  Obliczyć długości łuku krzywej o równaniu  ( ) lnf x x=   dla  3 8x≤ ≤ .   

4. Obliczyć objętości brył powstałych przez obrót dookoła osi  Ox  krzywych o równaniach: 

a)  2 2 , 0 4y px x= ≤ ≤   ,   b)  tg , 0
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5. Obliczyć pola powierzchni powstałych przez obrót dookoła osi  Ox  krzywych o równaniach: 

a)  2y x= +  dla 1 2x≤ ≤ ,     b)  exy=    dla  0 ln 3x≤ ≤ .  

6. Obliczyć pole obszaru płaskiego ograniczonego liniami ( , 0)a b> : 

a)  )( ) ( sin ) , ( ) (1 cos ) , 0,2x t a t t y t a t t= − = − ∈ π ,  b)  )( ) cos , ( ) sin , 0,2x t a t y t b t t= = ∈ π , 

c)  )( ) , 0,2r a= ∈ϕ ϕ π ,     d)  )( ) , 0,2mr ae= ∈ϕ
ϕ ϕ π . 

7. Obliczyć długość łuku krzywych o równaniach: 

a)  ( ) (cos sin ) , ( ) (sin cos ) , 0,x t a t t t y t a t t t t= + = − ∈ π , 

b)  )( ) cos , ( ) sin , 0,2x t a t y t a t t= = ∈ π , 

c)  )( ) , 0,2r a= ∈ϕ ϕ ϕ π , 

d)*  ( ) (1 cos ), 0,r a= + ∈ϕ ϕ ϕ π . 

 



8. Obliczyć objętość bryły powstałej przez obrót dookoła osi  Ox  krzywych o równaniach: 
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9. Obliczyć całki niewłaściwe (o ile istnieją): 
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Zastosowania geometryczne całek oznaczonych - wzory 
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Wybrane krzywe określone równaniami parametrycznymi 
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Wybrane krzywe w układzie biegunowym 

 

Kardioida 

)(1 cos ) , 0, 2r a= + ∈ϕ ϕ π . 

Wykres dla  a = 1: 
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Rozeta dwulistna 

sin 2r a= ϕ  

Wykres dla  a = 1: 
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Rozeta trójlistna 

sin 3r a= ϕ . 

Wykres dla  a = 1: 

 

 

 

Rozeta czterolistna 

)sin 2 , 0,2r a= ∈ϕ ϕ π . 

Wykres dla  a = 1: 
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Spirala Archimedesa 

)0,2r= ∈ϕ ϕ π . 
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Spirala wykładnicza 

)e , 0,2
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r a= ∈ϕ
ϕ π . 

Wykres dla  a = 2  i   m = 0,25: 
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